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Resumen Este articulo presenta el analisis desde el punto de vista disi-
pativo del algoritmo Super Tuwisting, una reconocida metodologia para
obtener modos deslizantes de segundo orden (MDSO) que se utiliza am-
pliamente en la literatura para el disefio de controladores, observadores
y diferenciadores exactos. El analisis disipativo desemboca en la obten-
cién de funciones fuertes de Lyapunov para el algoritmo Super Tuisting,
lo que no ha sido reportado hasta el momento en la literatura, y que
comporta la posibilidad de disponer de muchas nuevas herramientas de

andlisis y diseilo en el drea de investigacién en Modos Deslizantes de
Orden Superior.
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1 Introduccién

Las estrategias de modos deslizantes para control y observacién se utilizan am-
pliamente debido a su convergencia en tiempo finito y robustez ante perturba-
ciones. La teoria y la préctica del control por modos deslizantes ha sido pro-
fundamente estudiado [1,2,3,4,5,6,7,8]. La observacién basada en algoritmos de
modos deslizantes es un tépico de creciente interés [9,10,11,12,13]. Normalmente,
los modos deslizantes se obtienen por inyeccién de un término discontinuo de-
pendiente del error de la salida. Esta inyeccion se disefia tal que las trayectorias
permanecen en una superficie en el espacio de error, en lo que se conoce como
modo deslizante [8]. Este procedimiento permite el rechazo de algunas clases de
perturbaciones e incertidumbres [12].

Levant (5,6] define el orden de los modos deslizantes por medio de un sistema
dindmico suave con una funcién suave de salida o, realimentado a través de un
sistema dindmico que puede ser discontinuo, con la salida del lazo cerrado forza-
da a ser cero. Entonces, dado que las sucesivas derivadas con respecto al tiempo
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0,6,...,0(m1 son funciones continuas de las variables de espacio de estado del
sistema en lazo cerrado, y el conjunto 0 =6 = ... = o{"~!) = 0 es no vacio y
consiste en trayectorias en el sentido de Filippov [14], se dice que el movimiento
enel conjuntoec =6=...= o(r=1) = 0 es un modo deslizante de . Se
supone que la -ésima derivada (") es discontinua o no existe.
El modo deslizante estandar es el de primer orden (i.e. & es discontinuo) [5.6].
Se sabe que este modo deslizante es robusto y muy preciso con respecto a varias
clases de perturbaciones internas y externas [7], pero esté restringido al caso
en que el grado relativo de la salida es 1, i.e., la inyeccién discontinua aparece
ya en 6. En este caso, el suicheo de alta frecuencia que presenta la salida en el
modo deslizante puede ocasionar un efecto conocido conio 2,7]. Los
modos deslizantes de orden superior (HOSM, por sus siglas en inglés) aparecen
en algunas ocasiones en sistemas con control por modos deslizantes tradicional, y
en otras ocasiones son introducidos deliberadamente, dado que se ha encontrado
que los HOSM convergentes en tiempo finito preservan las caracteristicas de los
modos deslizantes de primer orden y pueden mejorarlos, si se disenan apropia-
damente, en el sentido de eliminar el [5,6].
Para los modos deslizantes de primer orden es comin usar funciones de Lyapunov
para estudiar estabilidad, robustez y convergencia en tiempo finito [8,12,13]. Has-
ta ahora, no habian sido desarrollados tratamientos similares para HOSM. En
vez de ello, es comn utilizar métodos basados en homogeneidad o curvas limite
de trayectoria para estudiar convergencia [3,10,11].
En [10,11] se propone una estrategia de observacién en modos deslizantes de
segundo orden (MDSO) basada en el algoritmo (3] . Alli, 1a con-
vergencia en tiempo finito se comprueba mediante el uso de una curva limite
de trayectorias, y se analiza la robustez de la estrategia frente a perturbaciones
acotadas. Aqui se analiza de forma genérica un algoritmo similar, de manera que
podria ser aplicado tanto a control como a observacién. Se estudia el algoritmo
desde el punto de vista disipativo, lo que permite obtener una funcién de Lya-
punov. La convergencia en tiempo finito se asegura entonces mediante la funcién
de Lyapunov hallada a partir del andlisis de disipatividad. El uso de funciones
de Lyapunov permite ademss la simplificacién del método de diseno pues hace
posible obtener funciones explicitas en términos de caracteristicas conocidas del
sistema y las perturbaciones.
En lo que sigue, se dan algunas bases sobre Sistemas Disipativos (Seccién 2) y se
presenta el andlisis disipativo de una estructura lineal basica (Seccién 3), como
introduccién al andlisis disipativo del algoritmo en si (Seccién
4). Por ltimo, se dan algunas conclusiones al respecto.

2 Sistemas Disipativos

Considérese un sistema dindmico no lineal

Dy {Z :g ((::3 1)
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con entradas u € R™, salidas y € RP y estados z € R™.

Para el estudio de sus caracteristicas disipativas, En se define conjuntamente
con una funcién w(u(t), y(t)), lamada Tasa de Suministro, tal que j“." ko (¢)] dt <
oo para cualquier (¢o,t;) € RY, i.e. w es localmente integrable.

Definition 1. (15] Un sistema dindmico Ly, con tasa de suministro w(u(t), y(1)),
es Disipativo si eziste una funcidn escalar no negativa V(z), llamada Funcién
de Almacenamiento, tal que para sodo (to,t1) € R‘{, Toyzi €R", yue R™,

to
Vo)t [ w2 V). @

1
Zo son las condiciones iniciales del estado de X dodas en t = ¢, vz esel
estado alcanzado en el tiempo t;, con condiciones iniciales zg, ante una entrada
u. La inecuacidn (2) se conoce como Desigualdad de Disipacién. Es interesante
anotar que si V(z) es diferenciable para todo z € R yu € R™, la desigualdad
de disipacién es equivalente a

V(z,u) < wiy,v). ®

Cuando la funcién de almacenamiento V(z) asociada a un sistema disipativo

tiene un minimo local fuerte en un punto de equilibrio del sistema, entonces ese
punto de equilibrio es estable.

Definition 2. Un sistema lineal dindmico Iy,

_|z=Az+Bu
EL_{y=C: (4)

es Disipativo en los Estados (DE) con respecto a una tasa de alimentacion
w (y, u) si existe una funcién de almacenamiento positiva definida V (z) = zT Pz,
de tal manera que a lo largo de cualguier trayectoria del sistema se satisface que

av (z(¢)
dt

<wly(®)u(t) <&’ Pz, 5)

Si la funcidn de tasa de alimentacidn se define

wo-l[B e

se dice que Ly, es (Q, S, R)-DE.
En ese caso, la condicién (5) se puede escribir en la forma matricial

PA+ATP+¢PPB] _[CTQCCTS]
BTP 0 sT¢ R ="

con P simétrica y positiva definida, y ¢ > 0 [16}.

Para una clase de operadores estaticos definidos por medio de funciones multi-
valuadas:

(7
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Definition 8. Una no linealidad sin memoria, multivaluada, variante en el
tiempo ¢ : [0,00) x R? — R™,

yeiﬁ(l.u) ’ (8)

tal que 0 € ¢ (¢,0), es (Q, S, R)-Disipativa ((Q,S,R)-D), si para todat 2 0, y
u € RY se cumple la desigualdad de disipatividad:

w(y,u) = y"Qu +2y7 Su+ uTRu >0. (9)

Es de interés, para lo que sigue, considerar la relacién entre la disipatividad y la
estabilidad en sistemas interconectados que incluyen no linealidades multivalua-
das, para lo que se establece el siguiente Lema.

Lemma 1. Considere el sistema realimentado en la forma de Lur'e:

t=Az+Bu, z(0)==z
y=Cz, u€-¥(Ly), (10)

y suponga que ¥ (,y) es una funcidn vectorial multivaluada de dimension q que
se asume dependiente de o, semicontinua por arriba, medible en el sentido de
Lebesgue y localmente acotada. El conjunto al que pertenece la salida de ¥ es no
vacio, compacto y convezo. Si el sistema lineal (C, A, B) es (- R, ST,-Q)-DE,
y ¥ es (Q, S, R)-D, entonces el punto de equilibrio z = 0 de (10) es Uniforme,
Global y Ezponencialmente Estable (UGEE).

Prueba. La hipétesis sobre ¥ (t,y) asegura la existencia de soluciones para (10)
(17). Supéngase que (7) se satisface con (~R,ST,-Q). Sea V(z) = z7 Pz una
candidata de Lyapunov para el sistema en lazo cerrado. La derivada con respecto
al tiempo de V(z) a lo largo de las trayectorias solucién de (10) es V = (Az +
Bu)T Pz +zT P(Az + Bu), lo que también se puede escribir, con (7) y la iltima
ecuacién en (10): o Ews

v [2]" [PA+ATP PB] [2] . [=]" _CTRC'CTST] [2] _ Tp
T BTP 0 ||u] = |u s¢ -Q [[u] T
Como u € -y y y = Cz, lo anterior se puede escribir: .

e[ (3] -

de lo que se sigue que )
V< -V () (11)

dado que ¥ es (Q, S, R)-D. De la teoria de estabilidad de Lyapunov se puede
concluir que el origen de (10) es Universal, Global y Asintéticamente Estable.

Para probar que la estabilidad del sistema es ademas exponencial, se recuer-
da que V(z) es una funcién positiva definida cuadrética z7 Pz que satisface
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siempre que Amin (P)z2Tz < V (t,2) < Amaz (P)z7z. Con esto y (11), uti-

lizando el conocido Lema de Comparacién (18] se puede concluir que ||z]| <
(,\......-(Pz

A..,...(P)) [lz (to)|| e~(¢/2)(¢=to) y que, por ende, el origen de (10) es UGEE. m
El Lema 1 es una generalizacién del teorema del circulo para sistemas multiva-
luados y establece las condiciones que permiten determinar su estabilidad, con
base en condiciones de disipatividad, cuando los sistemas se pueden expresar en
la forma de Lur’e. Dado que el sistema incluye no linealidades muitivaluadas, es
posible que la inclusién diferencial que lo representa tenga miiltiples soluciones,

en cuyo caso el Lema 1 implica que todas tienden al origen y V(z) = XT Pz es
una funcién de Lyapunov

3 Anadlisis Disipativo de una Estructura Lineal Béasica

Un reconocido algoritmo para control y observacién que usa Modos Deslizantes
de Segundo Orden (MDSO) es el llamado [

= {1:1 = -k |Ill1/2 Slgn (:cl) +Z2+ 01 (xl t) (12)
Iz = —kssign(z,) + 2 (z,t)
donde z; son variables de estado escalares, k; son ganancias a ser disefiadas y

i son términos de perturbacién. Las soluciones de la inclusién diferencial son

trayectorias en el sentido de Filippov [14]. Obsérvese que, a pesar de que sus
propiedades son muy diferentes, el algoritmo

puede ser visto
como una versién no lineal del siguiente algoritmo lineal basico:

&) = —kaz1 + 22 + 01 (2, 1)
PR I ! :
{3:2 = —kyz1 + 02 (z,t) , (13)

Es posible estudiar este algoritmo desde el punto de vista disipativo y corroborar
que es robusto ante perturbaciones acotadas de la forma

loi} < 83y
loal < 8l , (1)

para constantes d3,84 > 0. Obsérvese que (13) es un sistema en la forma de Lur'e
que tiene en la realimentacién un bloque no lineal 9 sin memoria, cuya entrada

es T y cuyas salidas son g, y go: ¥(z;) = [91 gg]T. Definiendo wy = 2% — g

LH y
we =123 — %%, de (14) es posible concluir que
a1 E % e
Wz(w,x1)=w1+w2=[ ] 0 -0 [ ]zo, (15)
T 0 04 9 T

W2 es una funcién de alimentacion con respecto a la cual 4 es disipativo, o de otra

Lo
forma, ¥ es (Q,S,R)-D con Q = Y ,S= {0

1 y R = 2. Para cumplir
0 -8 0]
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el Lema 1 es necesario encontrar V(z) = T Pz, ka2 y k; tal que el sistema lineal
de lazo abierto con entradas u; y u2

[ &1 = —koz1 + T2+ w1, 2= —kaTi +u2 16
EL { y=21, ( )
sea (—R, ST, —Q)-DE, esto es, que
Wiz, u) — V(z,u) > ez Pz (17)
para algin € > 0 con
T
. —k2 1 —ka 1 T
_.T
V(z,u)==z (P [—k4 0] + [~k4 0] P) T +2u” Pz (18)
-200 0
217000 0] [z
Wl(yyu)=wl(zlru)= u] 00 -lg 0 ul (19)
1
000 3
Una posible eleccién de P, k2 y k4 para que (17) se cumpla es:
3§ —m
P=1 71 vl
m 463464
(20)

_ [ 424165818282 | (11-v3)s: 531 16k 4 (-v3)st
k "[ TE +2(J3_1)ag svi-10 ¥ ke = 1)5, 2(V3-1)63°

De esta forma, analizando la disipatividad de (13), se ha obtenido una funcién
de Lyapunov para X, y ademds, del Lema 1 es posible concluir que el origen de
X es UGEE.

4 Analisis Disipativo del Algoritmo Super Twisting

Definase (T = [Izlll/ % Signo (z1) , ’.722]. De esta forma, (12) puede escribirse

{cl s (—hat Signo (1) +22 + 01 (2)
(2 = —ks Signo (z1) + ¢2 (z)

L [[-5%0+% &
—[{[ ~k31 ’ J i [QZTCII]} 'C” A+ Ba}

~1p 1 101 _ 1y
4= [—21;31 5] b= [0 1J yes [ezfcll] 22)

(21)

con
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Escrito asf, se hace evidente la semejanza estructural entre (12) y (13). De esta

forma, el anilisis desde el punto de vista disipativo de (12) puede hacerse de
manera similar » como se hizo para (13).

Es posible entonces definir un sistema =, dado por AC + Bj. Este es un sistema
en la forma de Lur’e cuya realimentacién consiste en el bloque no lineal sin
memoria con entrada () y salida g. Supéngase que los términos de perturbacién
en (12) estén dados por |e1| < 81 1z:11'/? y |ez| < &2 , lo que equivale a

2061 <& 1al » & < &Gl . (23)

Definiendo wy = ¢ — 4};— ywr=¢ - ?5—. de (23) es posible concluir que

AT "3‘} 00
Wi =a+ar= (2] | 0 ol [ 20
0 0 2

W es una funcién de alimentacién con respecto a la cual § es disipativo, o de
-1 0
otra forma, g es (Q,S,R)-D con Q = [ g? 'Z" ,S= [?)] y R =2. Se busca
3

entonces V(C) = (TPC, k1 y ka tal que el sistema lineal de lazo abierto con
entradas u; y uz

Sy 1 {C1_= -804+ S +u, G=-kG+up (25)
¥y=GQ

sea (—R, ST, —Q)-DE, esto es, que

Wi (¢ u) = Vi(¢u) 2 T P¢

(26)
para algin € > 0, con V7, la derivada de V éirlas'-'.ray_ectorias de =,
Vi(Gu) = ¢T (PA+ ATP)C 4+ 2T P @)
v
-2000
F|000 0]
Wily,w) =Wi(Guu) = | ) | o o?ll, ol lal- (28)
000 é
Una posible eleccion de P, k; y k3 para que (26) se cumpla es:
8 1
B 3% - ky = [2 4 & (1605147 | 6 (Q_éz—ﬁ)
=|_1 el B={F+8 Ve ) tas| edme ) ¥
m 46,03 (29)

[(vZ-1)(326} +2)+83 (171 v2-147)] (12v2-13) 43283 (11- v2) (V2 ~-1)’
ks = 12883 (Va-1)° :
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Si se divide (26) entre |(1], 1a desigualdad no se altera. Obsérvese que V(C.u) =

";("1 es precisamente la derivada de la funcién de Lyapunov propuesta, pero ha-
1

llada en las trayectorias del sistema no lineal =. Con ello, W((.u) = ‘2’. es

una funcién de alimentacién con respecto a la cual = es disipativo, y por ende.
estable.

Nota 1 Después de alqin trabajo algebraico, es posible escribir en términos de
los estados originales 71 y 2 .V {z), lo que pone de manifiesto que es continua
pero no diferenciable: i

, 126 (v2-1) 1 :
V(z) = :1_}_{ [Izll (_J_xl - ) +13 (__52— B 3;) + (Iz1|Signo (z,) - 32)2] .
(30)

con lo que se requicre para su tratamiento alguna versidn no suave de la teoria de
Lyapunov (Véase [19] o el articuio tulorial reciente [20]). Nétese que la versién
usual para funciones de Lyapunov lipschitzianas [14,17,21] no es de utiidad aqui
porque V(z) no es localmente Lipschitz. Por ende, no se deberia usar el Gra-
diente Generalizado de V(z) sino su Subdiferencial Prozimal [19]. En este caso,
sin embargo, es posible usar un método mds simple debido a que las trayectorias
de estado p (t,Zo) de la inclusién diferencial (12) son funciones absolutamente
continuas y por ende V (¢ (t,Z0)) es una funcion continua del tiempo. Debido
a la no lipschitcidad de V (z), no es posible asegurar la continuidad absoluta de
V (¢ (t,20)), ni su diferenciabilidad. Sin embargo, V (z) es continuamente dife-
renciable, ezcepto en el conjunto S = {(z1,72) € R? | z; = 0}. Sin embaryo, las
trayectorias del sistema (12) cruzan la superficie de S y no pueden permanecer
en ese conjunto, excepto cuando alcanzan el origen z = 0. Esto significa que
V (¢(t,z0)) es diferenciable para casi todo t, y en los valores en que es dife-
renciable, la derivada puede ser calculada en la forma usual, aplicando la regla
de la cadena. O sea que es posible aplicar el teorema de Lyapunov considerando
solamente los puntos en que V (z) es diferenciable.” .

Nétese adicionalmente, de (26) y el Lema 1, que V{(,u) < —%—EP. Como ¢, =
|z1*/* Signo(z1), V < _——TI::I‘: . Como V = (TP(, se puede afirmar que es
acoteda: Ania {P}IGl; < V< dants {P}ICI, con [[€13 = Iza] + 23 s norma
Euclideana de ¢. Dado que |z;|"/? < ||¢|l, < "!.'?:’._((‘_:’% se concluye que V <
—qVY2  donde v = eA2 {P} . Ya que la solucién de la ecuacién diferencial
¥ = —yv*/2 con condiciones iniciales v (0) = vy > 0 estd dada por

A A
() = (vo - Et) (31)
resulta, del principio de comparacién (18], que V (t) < v (t) cuando V (o) < vp.

De (31) se obtiene que V' (¢ (t)), {(t), y por ende z (t), convergen a cero en tiem-
1/2
po finito y alcanza ese valor a lo sumo después de T = %ﬂz unidades de
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tiempo.

En este punto, es interesante analizar las dos estructuras que se han estudiado:
Un algoritmo lineal y uno no lineal MDSO Super Twisting. Es posible observar
dos diferencias notables entre ellos. Primero, sus propiedades de convergencia son
diferentes. Mientras que el sistema lineal converge ezponencialmente, las trayec-
torias del algoritmo MDSO Super Twisting convergen en tiempo finito. Esto es
debido a que el algoritmo MDSO no es localmente Lipschitz en el origen, lo que
significa que su cornportamiento alrededor del origen es muy fuerte, en compara-
cién con el caso lineal. Por otro lado, los términos de correccion lineal son m4s
fuertes de los del algoritmo MDSO lejos del origen. Estas diferencias causan un
contraste adicional: Las perturbaciones que cada algoritmo es capaz de manejar
son diferentes. Las que el sistema lineal puede soportar crecen linealmente, son
mas fuertes lejos del origen que cerca de €l, mientras que lo contrario ocurre
con el Super Twisting. En ese sentido, se trata de dos herramientas con utili-
dades diferentes que podrian ser combinadas més adelante utilizando el analisis
de Lyapunov que se ha desarrollado aqui para su estudio.

5 Conclusiones

En este articulo se propone por primera vez una forma estructurada de hallar
funciones de Lyapunov fuertes para una clase de algoritmos en modos deslizantes
de segundo orden: El algoritmo Super Twisting. El método para hallar estas fun-
ciones se obtiene por medio de la fuerte analogia que se puede encontrar entre el
algoritmo MDSO Super Twisting y una estructura basica lineal. El algoritmo Su-
per Twisting es ampliamente usado para el disefio de controladores, observadores
y diferenciadores exactos, y presenta importantes propiedades de convergencia en
tiempo finito y robustez ante perturbaciopes fuertes. Comparado con los modos
deslizantes de primer orden, que también peseen-esas propiedades, las trayecto-
rias obtenidas mediante Super Twisting son mas suaves, y evitan el fuerte efecto
de chattering que se presenta en los modos deslizantes tlasicos.

Se espera que disponer de funciones de Lyapunov’permita profundizar mucho
més en el estudio del Super Twisting y otros algoritmos de modos deslizantes
de orden superior, de manera que sea posible entender mas completamente su
naturaleza y propiedades y disponer de mejores herramientas de diseio.
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